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y,v,V,q

x,u,H,p

b

ϕ,W b b

A
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F

q

VD = -F
qBC = -q = -F/b
θAB = -θ = -αT/b = -bF/EJ

uA = -δ = -b3F/EJ
EJAB = EJ
EJBC = EJ

EJCD = EJ

ANALISI STRUTTURE IPERSTATICHE
METODO LINEA ELASTICA
Riportare sul fronte:
1) Declassamento Scelto
2) Reazioni calcolate
3) Diagrammi finali delle azioni interne
Sul retro:
4) Analisi cinematica
5) Equazioni delle linee elastiche
6) Condizioni al contorno
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste. AB BC CD
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.
Spostamento orizzontale assoluto u imposto al nodo A.
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DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: A   B   C   D   G   H
Mo

AB= 0
Mo

BC =  -1/2 Fx2/b 
Mo

CD= 0
Relazioni di congruenza
y’AB(b) - y’BC(0) = 0 y’BC(b) - y’CD(0) = 0
yAB(0) = 0 yBC(0) - yAB(b) = 0
yCD(0) + δ = 0 yCD(b) = 0

MAB = 2Fx
EJy"AB =MAB+EJθAB= 2Fx -EJθ
EJy’AB = Fx2 -EJθx +EJA
EJyAB = 1/3Fx3 -1/2EJθx2 +EJA  x +EJB

y

xA B

MBA = 2Fx -2Fb
EJy"BA = 2Fx -2Fb +EJθ
EJy’BA = Fx2 -2Fbx +EJθx +EJAo

EJyBA = 1/3Fx3 -Fbx2 +1/2EJθx2 +EJAox +EJBo

y

xB A

MBC = 2Fx +2Fb -1/2qx2

EJy"BC =MBC= 2Fx +2Fb -1/2qx2

EJy’BC = Fx2 +2Fbx -1/6qx3 +EJC
EJyBC = 1/3Fx3 +Fbx2 -1/24qx4 +EJC  x +EJD

y

xB C

MCB = Fx -7/2Fb +1/2qx2

EJy"CB = Fx -7/2Fb +1/2qx2

EJy’CB = 1/2Fx2 -7/2Fbx +1/6qx3 +EJCo

EJyCB = 1/6Fx3 -7/4Fbx2 +1/24qx4 +EJCox +EJDo

y

xC B

MCD = -7/2Fx +7/2Fb
EJy"CD =MCD= -7/2Fx +7/2Fb
EJy’CD = -7/4Fx2 +7/2Fbx +EJG
EJyCD = -7/12Fx3 +7/4Fbx2 +EJG  x +EJH

y

xC D

MDC = -7/2Fx
EJy"DC = -7/2Fx
EJy’DC = -7/4Fx2 +EJGo

EJyDC = -7/12Fx3 +EJGox +EJHo

y

xD C
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Condizioni al contorno
Ab B Cb D Gb H Fb3/EJ αTb δ

y’BA 1 0 -1 0 0 0 -1 1 0
y’CB 0 0 1 0 -1 0 -17/6 0 0
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0 0
yBC -1 -1 0 1 0 0 1/3 -1/2 0

=

yCD 0 0 0 0 0 1 0 0 -1
yDC 0 0 0 0 1 1 -7/6 0 0

Soluzione
Fb3/EJ

Ab -3
Cb -3
B 0
D -19/6

=

H -1
Gb -1/6

Condizioni al contorno
Ab -Cb = -Fb3/EJ +αTb
Cb -Gb = -17/6Fb3/EJ
B = 0
-Ab -B +D = 1/3Fb3/EJ -1/2αTb
H = -δ
Gb +H = -7/6Fb3/EJ

Costanti
A = -3Fb2/EJ
C = -3Fb2/EJ
B = 0
D = -19/6Fb3/EJ
H = -Fb3/EJ
G = -1/6Fb2/EJ

Costanti
Bo = 19/6Fb3/EJ
Ao = -3Fb2/EJ
Do = 39/8Fb3/EJ
Co = -1/6Fb2/EJ
Ho = 0
Go = 19/12Fb2/EJ

DEFORMATA (coordinate locali)

AB y(x)EJ = -3xFb2 -1/2x2Fb +1/3x3F

y

xA B

BA y(x)EJ = 19/6Fb3 -3xFb2 -1/2x2Fb +1/3x3F

y

xB A

BC y(x)EJ = -19/6Fb3 -3xFb2 +x2Fb +1/3x3F -1/24x4q

y

xB C

CB y(x)EJ = 39/8Fb3 -1/6xFb2 -7/4x2Fb +1/6x3F +1/24x4q

y

xC B

CD y(x)EJ = -Fb3 -1/6xFb2 +7/4x2Fb -7/12x3F

y

xC D

DC y(x)EJ = 19/12xFb2 -7/12x3F

y

xD C
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y,v,V,q

x,u,H,p

b

ϕ,W b b

A

B
C

D

E

F

W

F

q

HF = -F
WE = -W = -Fb
pAB = -q = -F/b
εBC = -αT = -b2F/EJ

θCD = -θ = -αT/b = -bF/EJ
uA = -δ = -b3F/EJ
kD = 4EJ/b3

EJAB = EJ

EJBC = EJ
EJCD = EJ
EJCE = EJ
EJEF = EJ

ANALISI STRUTTURE IPERSTATICHE
METODO LINEA ELASTICA
Riportare sul fronte:
1) Declassamento Scelto
2) Reazioni calcolate
3) Diagrammi finali delle azioni interne
Sul retro:
4) Analisi cinematica
5) Equazioni delle linee elastiche
6) Condizioni al contorno
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste. AB BC CD CE EF
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Elongazione termica specifica ε assegnata su asta BC.
Curvatura θ asta CD positiva se convessa a destra con inizio C.
Spostamento orizzontale assoluto u imposto al nodo A.
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Schema di calcolo iperstatico

0
0

0
-1/2

3/
2

0

-2 -2
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Mo flessione da carichi assegnati

0
-1

-1 -1

-1
0
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0
0

Mx flessione da iperstatica X=1
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DEFORMATA ELASTICA Iperstatiche X = WBC     
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC ϕCD KCD ϕCE KCE ϕEF KEF

Mo
AB =  -1/2 Fx  +1/2 Fx2/b M1

AB =  - x/b 
Mo

BC =  -1/2 Fx M1
BC =  -1 

Mo
CD =  +3/2 Fb  -3/2 Fx M1

CD =  -1  + x/b 
Mo

CE =  -2 Fb M1
CE= 0

Mo
EF =  - Fb  + Fx M1

EF= 0
Relazioni di congruenza
y’AB(b) - y’BC(0) = 0 y’BC(b) - y’CE(0) = 0
y’CD(0) - y’CE(0) = 0 y’CE(b) - y’EF(0) = 0
yAB(0) - δ = 0 yBC(0) = 0
yBC(b) + 1/4VDb3/EJ = 0 yCD(0) + yAB(b) + αTb = 0
yCD(b) = 0 yCE(b) = 0
yEF(0) + yAB(b) + αTb = 0

MAB =Mo
AB+XM1

AB= -1/2Fx +1/2qx2 -Xx/b
EJy"AB =MAB= -1/2Fx +1/2qx2 -Xx/b
EJy’AB = -1/4Fx2 +1/6qx3 -1/2Xx2/b +EJA
EJyAB = -1/12Fx3 +1/24qx4 -1/6Xx3/b +EJA  x +EJB

y

xA B

MBA = 1/2Fx -1/2qx2 -Xx/b +X
EJy"BA = 1/2Fx -1/2qx2 -Xx/b +X
EJy’BA = 1/4Fx2 -1/6qx3 -1/2Xx2/b +Xx +EJAo

EJyBA = 1/12Fx3 -1/24qx4 -1/6Xx3/b +1/2Xx2 +EJAox +EJBo

y

xB A

MBC =Mo
BC+XM1

BC= -1/2Fx -X
EJy"BC =MBC= -1/2Fx -X
EJy’BC = -1/4Fx2 -Xx +EJC
EJyBC = -1/12Fx3 -1/2Xx2 +EJC  x +EJD

y

xB C

MCB = -1/2Fx +1/2Fb +X
EJy"CB = -1/2Fx +1/2Fb +X
EJy’CB = -1/4Fx2 +1/2Fbx +Xx +EJCo

EJyCB = -1/12Fx3 +1/4Fbx2 +1/2Xx2 +EJCox +EJDo

y

xC B

MCD =Mo
CD+XM1

CD= -3/2Fx +3/2Fb +Xx/b -X
EJy"CD =MCD+EJθCD= -3/2Fx +3/2Fb -EJθ +Xx/b -X
EJy’CD = -3/4Fx2 +3/2Fbx -EJθx +1/2Xx2/b -Xx +EJG
EJyCD = -1/4Fx3 +3/4Fbx2 -1/2EJθx2 +1/6Xx3/b -1/2Xx2 +EJG  x +EJH

y

xC D

MDC = -3/2Fx +Xx/b
EJy"DC = -3/2Fx +EJθ +Xx/b
EJy’DC = -3/4Fx2 +EJθx +1/2Xx2/b +EJGo

EJyDC = -1/4Fx3 +1/2EJθx2 +1/6Xx3/b +EJGox +EJHo

y

xD C
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MCE =Mo
CE+XM1

CE= -2Fb
EJy"CE =MCE= -2Fb
EJy’CE = -2Fbx +EJR
EJyCE = -Fbx2 +EJR  x +EJS

y

xC E

MEC = 2Fb
EJy"EC = 2Fb
EJy’EC = 2Fbx +EJRo

EJyEC = Fbx2 +EJRox +EJSo

y

xE C

MEF =Mo
EF+XM1

EF= Fx -Fb
EJy"EF =MEF= Fx -Fb
EJy’EF = 1/2Fx2 -Fbx +EJϕEF

EJyEF = 1/6Fx3 -1/2Fbx2 +EJϕEFx +EJKEF

y

xE F

MFE = Fx
EJy"FE = Fx
EJy’FE = 1/2Fx2 +EJϕFE

EJyFE = 1/6Fx3 +EJϕFEx +EJKFE

y

xF E

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC ϕCDb KCD ϕCEb KCE ϕEFb KEF Xb2/EJ

y’BA 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1/2
y’CB 0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 -1
y’CD 0 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 0
y’EC 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
yBC 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 =
yCB 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 -1/2
yCD 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 -1/6
yDC 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 -1/3
yEC 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
yEF 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 -1/6
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Condizioni al contorno
Fb3/EJ αTb δ
1/12 0 0
1/4 0 0
0 0 0
2 0 0
0 0 1
0 0 0

-1/24 0 0
1/24 -1 0
-1/2 1/2 0

1 0 0
1/24 -1 0

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -4/3
ϕBCb -35/48
ϕCDb 19/48
ϕCEb 19/48
KAB 1
KBC 0=
ϕEFb -77/48
KCD -41/48

Xb2/EJ -11/8
KCE 29/48
KEF -41/48

Condizioni al contorno
ϕABb -ϕBCb -1/2Xb2/EJ = 1/12Fb3/EJ
ϕBCb -ϕCEb -Xb2/EJ = 1/4Fb3/EJ
ϕCDb -ϕCEb = 0
ϕCEb -ϕEFb = 2Fb3/EJ
KAB = δ
KBC = 0
ϕBCb +KBC -1/2Xb2/EJ = -1/24Fb3/EJ
ϕABb +KAB +KCD -1/6Xb2/EJ = 1/24Fb3/EJ -αTb
ϕCDb +KCD -1/3Xb2/EJ = -1/2Fb3/EJ +1/2αTb
ϕCEb +KCE = Fb3/EJ
ϕABb +KAB +KEF -1/6Xb2/EJ = 1/24Fb3/EJ -αTb

Costanti
ϕAB = -4/3Fb2/EJ
ϕBC = -35/48Fb2/EJ
ϕCD = 19/48Fb2/EJ
ϕCE = 19/48Fb2/EJ
KAB = Fb3/EJ
KBC = 0
ϕEF = -77/48Fb2/EJ
KCD = -41/48Fb3/EJ
X = -11/8Fb
KCE = 29/48Fb3/EJ
KEF = -41/48Fb3/EJ

Costanti
Bo = 7/48Fb3/EJ
Ao = -35/48Fb2/EJ
Do = 1/8Fb3/EJ
Co = 19/48Fb2/EJ
Ho = 0
Go = 5/6Fb2/EJ
So = 0
Ro = -77/48Fb2/EJ
KFE = 67/24Fb3/EJ
ϕFE = -101/48Fb2/EJ

DEFORMATA (coordinate locali)

AB y(x)EJ = Fb3 -4/3xFb2 +7/48x3F +1/24x4q

y

xA B

BA y(x)EJ = 7/48Fb3 -35/48xFb2 -11/16x2Fb +5/16x3F -1/24x4q

y

xB A

BC y(x)EJ = -35/48xFb2 +11/16x2Fb -1/12x3F

y

xB C

CB y(x)EJ = 1/8Fb3 +19/48xFb2 -7/16x2Fb -1/12x3F

y

xC B

CD y(x)EJ = -41/48Fb3 +19/48xFb2 +15/16x2Fb -23/48x3F

y

xC D

DC y(x)EJ = 5/6xFb2 +1/2x2Fb -23/48x3F

y

xD C

CE y(x)EJ = 29/48Fb3 +19/48xFb2 -x2Fb

y

xC E

EC y(x)EJ = -77/48xFb2 +x2Fb

y

xE C
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EF y(x)EJ = -41/48Fb3 -77/48xFb2 -1/2x2Fb +1/6x3F

y

xE F

FE y(x)EJ = 67/24Fb3 -101/48xFb2 +1/6x3F

y

xF E
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y,v,V,q

x,u,H,p

b

b

ϕ,W b b

A B

C

D

E

F

W

q

qWC = -W = -Fb
qAB = -q = -F/b
qEF = -q = -F/b
εBC = -αT = -b2F/EJ
ϕA = -δ/b = -b2F/EJ
kD = 4EJ/b3

EJAB = EJ
EJBC = EJ
EJCD = EJ
EJBE = EJ
EJEF = EJ

ANALISI STRUTTURE IPERSTATICHE
METODO LINEA ELASTICA
Riportare sul fronte:
1) Declassamento Scelto
2) Reazioni calcolate
3) Diagrammi finali delle azioni interne
Sul retro:
4) Analisi cinematica
5) Equazioni delle linee elastiche
6) Condizioni al contorno
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste. AB BC CD BE EF
Carichi di aste curve misurati in proiezione sugli assi x,y.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Elongazione termica specifica ε assegnata su asta BC.
Rotazione assoluta ϕ imposta al nodo A.
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A B

C

D

E

F

W

X

q

q

Schema di calcolo iperstatico

-2 -1 -1 -1 0
0

0
0

0 0

Mo flessione da carichi assegnati

1 1 1 1

1
0

0
0

0 0

Mx flessione da iperstatica X=1
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DEFORMATA ELASTICA Iperstatiche X = HD      
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC ϕCD KCD ϕBE KBE ϕEF KEF

Mo
AB =  -2 Fb  +3/2 Fx  -1/2 Fx2/b M1

AB =  + b 
Mo

BC =  - Fb M1
BC =  + b 

Mo
CD= 0 M1

CD =  + b  - x 
Mo

BE= 0 M1
BE= 0

Mo
EF =  +1/2 Fx  -1/2 Fx2/b M1

EF= 0
Relazioni di congruenza
y’AB(0) + δ/b = 0 y’AB(b) - y’BC(0) = 0
y’BC(b) - y’CD(0) = 0 y’BE(b) - y’EF(0) = 0
yAB(0) = 0 yAB(b) - yBC(0) = 0
yCD(0) + αTb = 0 yCD(b) + 1/4HDb3/EJ = 0
yBE(b) = 0 yEF(0) - yBC(0) = 0
yEF(b) = 0

MAB =Mo
AB+XM1

AB= 3/2Fx -2Fb -1/2qx2 +Xb
EJy"AB =MAB= 3/2Fx -2Fb -1/2qx2 +Xb
EJy’AB = 3/4Fx2 -2Fbx -1/6qx3 +Xbx +EJA
EJyAB = 1/4Fx3 -Fbx2 -1/24qx4 +1/2Xbx2 +EJA  x +EJB

y

xA B

MBA = 1/2Fx +Fb +1/2qx2 -Xb
EJy"BA = 1/2Fx +Fb +1/2qx2 -Xb
EJy’BA = 1/4Fx2 +Fbx +1/6qx3 -Xbx +EJAo

EJyBA = 1/12Fx3 +1/2Fbx2 +1/24qx4 -1/2Xbx2 +EJAox +EJBo

y

xB A

MBC =Mo
BC+XM1

BC= -Fb +Xb
EJy"BC =MBC= -Fb +Xb
EJy’BC = -Fbx +Xbx +EJC
EJyBC = -1/2Fbx2 +1/2Xbx2 +EJC  x +EJD

y

xB C

MCB = Fb -Xb
EJy"CB = Fb -Xb
EJy’CB = Fbx -Xbx +EJCo

EJyCB = 1/2Fbx2 -1/2Xbx2 +EJCox +EJDo

y

xC B

MCD =Mo
CD+XM1

CD= -Xx +Xb
EJy"CD =MCD= -Xx +Xb
EJy’CD = -1/2Xx2 +Xbx +EJG
EJyCD = -1/6Xx3 +1/2Xbx2 +EJG  x +EJH

y

xC D

MDC = -Xx
EJy"DC = -Xx
EJy’DC = -1/2Xx2 +EJGo

EJyDC = -1/6Xx3 +EJGox +EJHo

y

xD C
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MBE =Mo
BE+XM1

BE= 0
EJy"BE =MBE= 0
EJy’BE = EJR
EJyBE = EJR  x +EJS

y

xB E

MEB = 0
EJy"EB = 0
EJy’EB = EJRo

EJyEB = EJRox +EJSo

y

xE B

MEF =Mo
EF+XM1

EF= 1/2Fx -1/2qx2

EJy"EF =MEF= 1/2Fx -1/2qx2

EJy’EF = 1/4Fx2 -1/6qx3 +EJϕEF

EJyEF = 1/12Fx3 -1/24qx4 +EJϕEFx +EJKEF

y

xE F

MFE = -1/2Fx +1/2qx2

EJy"FE = -1/2Fx +1/2qx2

EJy’FE = -1/4Fx2 +1/6qx3 +EJϕFE

EJyFE = -1/12Fx3 +1/24qx4 +EJϕFEx +EJKFE

y

xF E

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC ϕCDb KCD ϕBEb KBE ϕEFb KEF Xb3/EJ

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 1
y’CB 0 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 1
y’EB 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 0
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
yBA 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 1/2 =
yCD 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
yDC 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 7/12
yEB 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
yEF 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0
yFE 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0
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Condizioni al contorno
Wb2/EJ αTb δ

0 0 -1
17/12 0 0

1 0 0
0 0 0
0 0 0

19/24 0 0
0 -1 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

-1/24 0 0

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -1
ϕBCb -263/372
ϕCDb 1/372
ϕBEb 111/124
KAB 0
KBC -697/744=
KCD -1

Xb3/EJ 53/31
ϕEFb 111/124
KEF -697/744
KBE -111/124

Condizioni al contorno
ϕABb = -δ
ϕABb -ϕBCb +Xb3/EJ = 17/12Wb2/EJ
ϕBCb -ϕCDb +Xb3/EJ = Wb2/EJ
ϕBEb -ϕEFb = 0
KAB = 0
ϕABb +KAB -KBC +1/2Xb3/EJ = 19/24Wb2/EJ
KCD = -αTb
ϕCDb +KCD +7/12Xb3/EJ = 0
ϕBEb +KBE = 0
-KBC +KEF = 0
ϕEFb +KEF = -1/24Wb2/EJ

Costanti
ϕAB = -Fb2/EJ
ϕBC = -263/372Fb2/EJ
ϕCD = 1/372Fb2/EJ
ϕBE = 111/124Fb2/EJ
KAB = 0
KBC = -697/744Fb3/EJ
KCD = -Fb3/EJ
X = 53/31F
ϕEF = 111/124Fb2/EJ
KEF = -697/744Fb3/EJ
KBE = -111/124Fb3/EJ

Costanti
Bo = 697/744Fb3/EJ
Ao = -263/372Fb2/EJ
Do = 959/744Fb3/EJ
Co = 1/372Fb2/EJ
Ho = 53/124Fb3/EJ
Go = 319/372Fb2/EJ
So = 0
Ro = 111/124Fb2/EJ
KFE = 0
ϕFE = 91/93Fb2/EJ

DEFORMATA (coordinate locali)

AB y(x)EJ = -xFb2 -9/62x2Fb +1/4x3F -1/24x4q

y

xA B

BA y(x)EJ = 697/744Fb3 -263/372xFb2 -11/31x2Fb +1/12x3F +1/24x4q

y

xB A
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BC y(x)EJ = -697/744Fb3 -263/372xFb2 +11/31x2Fb

y

xB C

CB y(x)EJ = 959/744Fb3 +1/372xFb2 -11/31x2Fb

y

xC B

CD y(x)EJ = -Fb3 +1/372xFb2 +53/62x2Fb -53/186x3F

y

xC D

DC y(x)EJ = 53/124Fb3 +319/372xFb2 -53/186x3F

y

xD C

BE y(x)EJ = -111/124Fb3 +111/124xFb2

y

xB E

EB y(x)EJ = 111/124xFb2

y

xE B

EF y(x)EJ = -697/744Fb3 +111/124xFb2 +1/12x3F -1/24x4q

y

xE F

FE y(x)EJ = 91/93xFb2 -1/12x3F +1/24x4q

y

xF E
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