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HG = -F
WI = -W = -Fb
pEF = -q = -F/b
θBC = 4θ = 4αT/b = 4bF/EJ
EJAB = EJ

EJBC = EJ
EJCD = EJ
EJEF = EJ
EJAE = EJ
EJBG = EJ

EJGH = EJ
EJHC = EJ
EJFI = EJ
EJIJ = EJ
EJJH = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=WGB

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave CD ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 690 mm,  F = 1820 N
Calcolare sulla sezione C la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da C a D
Curvatura θ asta BC positiva se convessa a destra con inizio B.
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Quadro contributi PLV per iperstatica X=WGB

→ Mx(x) Mo(x) θ MxMo Mxθ MxMx ∫Mx(Mo/EJ+θ)dx ∫XMxMx/EJdx

AB b 0 1/4Fx 0 0 0 0
0+0 0

BA b 0 -1/4Fb+1/4Fx 0 0 0 0

BC b -1+x/b 9/4Fb-1/2Fx 4Fb/EJ -9/4Fb+11/4Fx-1/2Fx2/b -4Fb/EJ+4Fx/EJ 1-2x/b+x2/b2

(-25/24-2)Fb2/EJ 1/3Xb/EJ
CB b x/b -7/4Fb-1/2Fx -4Fb/EJ -7/4Fx-1/2Fx2/b -4Fx/EJ x2/b2

CD b 0 7/4Fb-7/4Fx 0 0 0 0
0+0 0

DC b 0 -7/4Fx 0 0 0 0

EF b 0 -1/2qx2 0 0 0 0
0+0 0

FE b 0 1/2Fb-Fx+1/2qx2 0 0 0 0

AE b 0 0 0 0 0 0
0+0 0

EA b 0 0 0 0 0 0

BG b 1 -2Fb+2Fx 0 -2Fb+2Fx 0 1
(-1+0)Fb2/EJ Xb/EJ

GB b -1 2Fx 0 -2Fx 0 1

GH b 1-x/b -Fx 0 -Fx+Fx2/b 0 1-2x/b+x2/b2

(-1/6+0)Fb2/EJ 1/3Xb/EJ
HG b -x/b Fb-Fx 0 -Fx+Fx2/b 0 x2/b2

HC b 0 0 0 0 0 0
0+0 0

CH b 0 0 0 0 0 0

FI b 0 -1/2Fb-1/4Fx 0 0 0 0
0+0 0

IF b 0 3/4Fb-1/4Fx 0 0 0 0

IJ b 0 1/4Fb-1/4Fx 0 0 0 0
0+0 0

JI b 0 -1/4Fx 0 0 0 0

JH b 0 Fx 0 0 0 0
0+0 0

HJ b 0 -Fb+Fx 0 0 0 0

totali -101/24Fb2/EJ 5/3Xb/EJ

iperstatica X=WGB 101/40Fb
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Sviluppi di calcolo iperstatica
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LXX
BC = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx = [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= ( b - b +1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXX
CB = ∫o

b( x2/b2 )  1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= (1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXX
BG = ∫o

b(1 )  1/EJ dx = [ x ]o

b
  1/EJ

= ( b )  1/EJ  =   b/EJ

LXX
GB = ∫o

b(1 )  1/EJ dx = [ x ]o

b
  1/EJ

= ( b )  1/EJ  =   b/EJ

LXX
GH = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx = [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= ( b - b +1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXX
HG = ∫o

b( x2/b2 )  1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= (1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXo
BC = ∫o

b(-9/4 +11/4 x/b -1/2 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx + ∫o

b(-4 +4 x/b ) θ  dx

= [-9/4 x +11/8 x2/b -1/6 x3/b2 ]o

b
Fb 1/EJ  + [-4 x +2 x2/b ]o

b
θ

= (-9/4 b +11/8 b -1/6 b ) Fb 1/EJ  + (-4 b +2 b ) θ   = -73/24  Fb2/EJ

LXo
CB = ∫o

b(-7/4 x/b -1/2 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx + ∫o

b(4 x/b ) θ  dx

= [-7/8 x2/b -1/6 x3/b2 ]o

b
 Fb 1/EJ  + [2 x2/b ]o

b
θ

= (-7/8 b -1/6 b ) Fb 1/EJ  + (2 b ) θ   = -73/24  Fb2/EJ

LXo
BG = ∫o

b(-2 +2 x/b ) Fb 1/EJ dx = [-2 x + x2/b ]o

b
 Fb 1/EJ

= (-2 b + b ) Fb 1/EJ  = -  Fb2/EJ

LXo
GB = ∫o

b(-2 x/b ) Fb 1/EJ dx = [- x2/b ]o

b
 Fb 1/EJ

= (- b ) Fb 1/EJ  = -  Fb2/EJ

LXo
GH = ∫o

b(- x/b + x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-1/2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
 Fb 1/EJ

= (-1/2 b +1/3 b ) Fb 1/EJ  = -1/6  Fb2/EJ

LXo
HG = ∫o

b(- x/b + x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-1/2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
 Fb 1/EJ

= (-1/2 b +1/3 b ) Fb 1/EJ  = -1/6  Fb2/EJ
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A =   966. mm2

Ju =  429935. mm4

Jv =  93839. mm4

yg =  22.04 mm
Ty = -3185. N
Mx =  2197650. Nmm
xm =    34. mm
ym =    63. mm
um =    9.5 mm
vm =  40.96 mm
σm = -Mv/Ju = -209.4 N/mm2

xc =   24.5 mm
yc =    51. mm
vc =  28.96 mm
σc = -Mv/Ju =  -148. N/mm2

τc =  6.438 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  148.5 N/mm2
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HBA = -F
HCA = -F
WA = -W = -Fb
qGE = -q = -F/b
εAD = -αT = -b2F/EJ
kFD = 2EJ/b
EJAB = EJ
EJCA = EJ
EJDE = EJ
EJFD = EJ
EJGE = EJ
EJBG = EJ
EJAD = EJ
EJCF = EJ

1
1

Piano BG

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=WFC

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Piano di scorrimento del vincolo con inclinazione assegnata.
La trave AB ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 510 mm,  F = 4490 N
Calcolare sulla sezione A la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da A a B
Elongazione termica specifica ε assegnata su asta AD.
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Quadro contributi PLV per iperstatica X=WFC

→ Mx(x) Mo(x) MxMo MxMx ∫MxMo/EJdx ∫XMxMx/EJdx

AB b 0 2/3Fb-2/3Fx 0 0
0 0

BA b 0 -2/3Fx 0 0

CA b x/b Fx Fx2/b x2/b2

1/3Fb2/EJ 1/3Xb/EJ
AC b -1+x/b -Fb+Fx Fb-2Fx+Fx2/b 1-2x/b+x2/b2

DE b 0 1/6Fx 0 0
0 0

ED b 0 -1/6Fb+1/6Fx 0 0

FD b 1-x/b 0 0 1-2x/b+x2/b2

0 1/3Xb/EJ
DF b -x/b 0 0 x2/b2

GE b 0 -1/3Fb-1/3Fx+1/2qx2 0 0
0 0

EG b 0 1/6Fb+2/3Fx-1/2qx2 0 0

BG b 0 -1/3Fx 0 0
0 0

GB b 0 1/3Fb-1/3Fx 0 0

AD 2b 1-1/2x/b 4/3Fb-2/3Fx 4/3Fb-4/3Fx+1/3Fx2/b 1-x/b+1/4x2/b2

8/9Fb2/EJ 2/3Xb/EJ
DA 2b -1/2x/b -2/3Fx 1/3Fx2/b 1/4x2/b2

CF 2b 1/2x/b 0 0 1/4x2/b2

0 2/3Xb/EJ
FC 2b -1+1/2x/b 0 0 1-x/b+1/4x2/b2

FD molla asta -W1FD(WoFD+XW1FD)/kFD 1/2Xb/EJ

AD elongazione asta  N1ADεADLAD 2Fb2/EJ

totali 29/9Fb2/EJ 5/2Xb/EJ

iperstatica X=WFC -58/45Fb
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Sviluppi di calcolo iperstatica
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LXX
CA = ∫o

b( x2/b2 )  1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= (1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXX
AC = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx = [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= ( b - b +1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXX
FD = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx - 1  (-1)  1/2  b/EJ = [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ  - 1  (-1)  1/2  b/E

= ( b - b +1/3 b )  1/EJ  - 1  (-1)  1/2  b/EJ = 5/6  b/EJ

LXX
DF = ∫o

b( x2/b2 )  1/EJ dx - 1  (-1)  1/2  b/EJ = [1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ  - 1  (-1)  1/2  b/EJ

= (1/3 b )  1/EJ  - 1  (-1)  1/2  b/EJ = 5/6  b/EJ

LXX
AD = ∫o

2b(1 - x/b +1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [ x -1/2 x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2 b -2 b +2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
DA = ∫o

2b(1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
CF = ∫o

2b(1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
FC = ∫o

2b(1 - x/b +1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [ x -1/2 x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2 b -2 b +2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXo
CA = ∫o

b( x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

b
 Fb 1/EJ

= (1/3 b ) Fb 1/EJ  = 1/3  Fb2/EJ

LXo
AC = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
 Fb 1/EJ

= ( b - b +1/3 b ) Fb 1/EJ  = 1/3  Fb2/EJ

LXo
AD = ∫o

2b(4/3 -4/3 x/b +1/3 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx + 1   (-1)  (-2)  Fb2/EJ

= [4/3 x -2/3 x2/b +1/9 x3/b2 ]o

2b
 Fb 1/EJ  + 1   (-1)  (-2)  Fb2/EJ

= (8/3 b -8/3 b +8/9 b ) Fb 1/EJ  + 1   (-1)  (-2)  Fb2/EJ = 26/9  Fb2/EJ

LXo
DA = ∫o

2b(1/3 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx + 1   (-1)  (-2)  Fb2/EJ = [1/9 x3/b2 ]o

2b
 Fb 1/EJ  + 1   (-1)  (-2)  Fb2/EJ

= (8/9 b ) Fb 1/EJ  + 1   (-1)  (-2)  Fb2/EJ = 26/9  Fb2/EJ
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A =   612. mm2

Ju =  219945. mm4

Jv =  21060. mm4

yg =  22.68 mm
N = -1497. N
Ty = -2993. N
Mx =  1526600. Nmm
xm =    24. mm
ym =    54. mm
um =     9. mm
vm =  31.32 mm
σm = N/A-Mv/Ju = -219.8 N/mm2

xc =    15. mm
yc =    46. mm
vc =  23.32 mm
σc = N/A-Mv/Ju = -164.3 N/mm2

τc =  8.274 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  164.9 N/mm2

S* =  3648. mm3mm 0 6 12 18 24 30x
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HA = -4F
VC = -F
WD = -W = -Fb
pGE = -q = -F/b
θHF = -θ = -αT/b = -bF/EJ
kIG = 4EJ/b

EJAB = EJ
EJAC = EJ
EJCD = EJ
EJDB = EJ
EJDE = EJ
EJFA = EJ

EJGE = EJ
EJHF = EJ
EJFI = EJ
EJIG = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=VI

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
Carichi di aste curve misurati in proiezione sugli assi x,y.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave FA ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 620 mm,  F = 2060 N
Calcolare sulla sezione A la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da F a A
Curvatura θ asta HF positiva se convessa a destra con inizio H.
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Quadro contributi PLV per iperstatica X=VI

→ Mx(x) Mo(x) θ MxMo Mxθ MxMx ∫Mx(Mo/EJ+θ)dx ∫XMxMx/EJdx

AB √5b 0 -2Fb+2√5/5Fx 0 0 0 0 0 0

AC b 0 Fx 0 0 0 0
0+0 0

CA b 0 -Fb+Fx 0 0 0 0

CD b 0 Fb 0 0 0 0
0+0 0

DC b 0 -Fb 0 0 0 0

DB b 0 2Fb-2Fx 0 0 0 0
0+0 0

BD b 0 -2Fx 0 0 0 0

DE b 0 0 0 0 0 0
0+0 0

ED b 0 0 0 0 0 0

FA b 0 -2Fx 0 0 0 0
0+0 0

AF b 0 2Fb-2Fx 0 0 0 0

GE b 0 -1/2Fb+1/2qx2 0 0 0 0
0+0 0

EG b 0 Fx-1/2qx2 0 0 0 0

HF b -1/4x 5/8Fx -Fb/EJ -5/32Fx2 1/4Fxb/EJ 1/16x2

(-5/96+1/8)Fb3/EJ 1/48Xb3/EJ
FH b 1/4b-1/4x -5/8Fb+5/8Fx Fb/EJ -5/32Fb2+5/16Fbx-5/32Fx2 1/4Fb2/EJ-1/4Fxb/EJ 1/16b2-1/8bx+1/16x2

FI 2b -1/4b-1/4x 5/8Fb-3/8Fx 0 -5/32Fb2-1/16Fbx+3/32Fx2 0 1/16b2+1/8bx+1/16x2

(-3/16+0)Fb3/EJ 13/24Xb3/EJ
IF 2b 3/4b-1/4x 1/8Fb-3/8Fx 0 3/32Fb2-5/16Fbx+3/32Fx2 0 9/16b2-3/8bx+1/16x2

IG b -3/4b+3/4x -1/8Fb-3/8Fx 0 3/32Fb2+3/16Fbx-9/32Fx2 0 9/16b2-9/8bx+9/16x2

(3/32+0)Fb3/EJ 3/16Xb3/EJ
GI b 3/4x 1/2Fb-3/8Fx 0 3/8Fbx-9/32Fx2 0 9/16x2

IG molla asta -W1IG(WoIG+XW1IG)/kIG 3/128Fb3/EJ 9/64Xb3/EJ

totali 1/384Fb3/EJ 57/64Xb3/EJ

iperstatica X=VI -1/342F
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Sviluppi di calcolo iperstatica
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LXX
HF = ∫o

b(1/16 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/48 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ

= (1/48 b ) b2 1/EJ  = 1/48  b3/EJ

LXX
FH = ∫o

b(1/16 -1/8 x/b +1/16 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/16 x -1/16 x2/b +1/48 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ

= (1/16 b -1/16 b +1/48 b ) b2 1/EJ  = 1/48  b3/EJ

LXX
FI = ∫o

2b(1/16 +1/8 x/b +1/16 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/16 x +1/16 x2/b +1/48 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (1/8 b +1/4 b +1/6 b ) b2 1/EJ  = 13/24  b3/EJ

LXX
IF = ∫o

2b(9/16 -3/8 x/b +1/16 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [9/16 x -3/16 x2/b +1/48 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (9/8 b -3/4 b +1/6 b ) b2 1/EJ  = 13/24  b3/EJ

LXX
IG = ∫o

b(9/16 -9/8 x/b +9/16 x2/b2 ) b2 1/EJ dx + 3/4  3/4  1/4  b3/EJ

= [9/16 x -9/16 x2/b +3/16 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ  + 3/4  3/4  1/4  b3/EJ

= (9/16 b -9/16 b +3/16 b ) b2 1/EJ  + 3/4  3/4  1/4  b3/EJ = 21/64  b3/EJ

LXX
GI = ∫o

b(9/16 x2/b2 ) b2 1/EJ dx + 3/4  3/4  1/4  b3/EJ = [3/16 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ  + 3/4  3/4  1/4  b3/EJ

= (3/16 b ) b2 1/EJ  + 3/4  3/4  1/4  b3/EJ = 21/64  b3/EJ

LXo
HF = ∫o

b(-5/32 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + ∫o

b(1/4 x/b ) θ  dx = [-5/96 x3/b2 ]o

b
Fb2 1/EJ  + [1/8 x2/b ]o

b
θ

= (-5/96 b ) Fb2 1/EJ  + (1/8 b ) θ   = 7/96  Fb3/EJ

LXo
FH = ∫o

b(-5/32 +5/16 x/b -5/32 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + ∫o

b(-1/4 +1/4 x/b ) θ  dx

= [-5/32 x +5/32 x2/b -5/96 x3/b2 ]o

b
Fb2 1/EJ  + [-1/4 x +1/8 x2/b ]o

b
θ

= (-5/32 b +5/32 b -5/96 b ) Fb2 1/EJ  + (-1/4 b +1/8 b ) θ   = 7/96  Fb3/EJ

LXo
FI = ∫o

2b(-5/32 -1/16 x/b +3/32 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-5/32 x -1/32 x2/b +1/32 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-5/16 b -1/8 b +1/4 b ) Fb2 1/EJ  = -3/16  Fb3/EJ

LXo
IF = ∫o

2b(3/32 -5/16 x/b +3/32 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [3/32 x -5/32 x2/b +1/32 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (3/16 b -5/8 b +1/4 b ) Fb2 1/EJ  = -3/16  Fb3/EJ

LXo
IG = ∫o

b(3/32 +3/16 x/b -9/32 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + 3/4  1/8  1/4  Fb3/EJ

= [3/32 x +3/32 x2/b -3/32 x3/b2 ]o

b
 Fb2 1/EJ  + 3/4  1/8  1/4  Fb3/EJ

= (3/32 b +3/32 b -3/32 b ) Fb2 1/EJ  + 3/4  1/8  1/4  Fb3/EJ = 15/128  Fb3/EJ

LXo
GI = ∫o

b(3/8 x/b -9/32 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + 3/4  1/8  1/4  Fb3/EJ

= [3/16 x2/b -3/32 x3/b2 ]o

b
 Fb2 1/EJ  + 3/4  1/8  1/4  Fb3/EJ

= (3/16 b -3/32 b ) Fb2 1/EJ  + 3/4  1/8  1/4  Fb3/EJ = 15/128  Fb3/EJ
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A =   880. mm2

Ju =  455365. mm4

Jv =  76761. mm4

yg =  38.62 mm
N = -2060. N
Ty = -4120. N
Mx = -2554400. Nmm
xm =    13. mm
um =  -10.5 mm
vm = -38.62 mm
σm = N/A-Mv/Ju =  -219. N/mm2

xc =   23.5 mm
yc =     9. mm
vc = -29.62 mm
σc = N/A-Mv/Ju = -168.5 N/mm2

τc =   7.79 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =   169. N/mm2

S* =  6027. mm3mm 0 13 20 27 34 47x
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y,v,V,q

x,u,H,p

b

ϕ,W b b b

A B

C

D
E

F W

F

q
q

HD = -F
WC = -W = -Fb
pEA = -q = -F/b
qDE = -q = -F/b
θAB = -θ = -αT/b = -bF/EJ

kAB = 3/2EJ/b
EJAB = EJ
EJCD = EJ
EJDE = EJ
EJEA = EJ

EJBD = EJ
EJBF = EJ
EJFC = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=WAB

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave CD ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 490 mm,  F = 1620 N
Calcolare sulla sezione C la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da C a D
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.
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Sviluppi di calcolo iperstatica

LXX
AB = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx + 1  1  2/3  b/EJ = [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ  + 1  1  2/3  b/EJ

= ( b - b +1/3 b )  1/EJ  + 1  1  2/3  b/EJ =   b/EJ

LXX
BA = ∫o

b( x2/b2 )  1/EJ dx + 1  1  2/3  b/EJ = [1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ  + 1  1  2/3  b/EJ

= (1/3 b )  1/EJ  + 1  1  2/3  b/EJ =   b/EJ

LXX
DE = ∫o

b( x2/b2 )  1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= (1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXX
ED = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx = [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ 

= ( b - b +1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXX
EA = ∫o

b(1 )  1/EJ dx = [ x ]o

b
  1/EJ 

= ( b )  1/EJ  =   b/EJ

LXX
AE = ∫o

b(1 )  1/EJ dx = [ x ]o

b
  1/EJ 

= ( b )  1/EJ  =   b/EJ

LXo
AB = ∫o

b(1 - x/b ) θ  dx + 1  0  2/3  Fb2/EJ = [ x -1/2 x2/b ]o

b
θ + 1  0  2/3  Fb2/EJ

= ( b -1/2 b ) θ   + 1  0  2/3  Fb2/EJ = 1/2  Fb2/EJ

LXo
BA = ∫o

b(- x/b ) θ  dx + 1  0  2/3  Fb2/EJ = [-1/2 x2/b ]o

b
θ + 1  0  2/3  Fb2/EJ

= (-1/2 b ) θ   + 1  0  2/3  Fb2/EJ = 1/2  Fb2/EJ

LXo
DE = ∫o

b(-1/2 x3/b3 ) Fb 1/EJ dx = [-1/8 x4/b3 ]o

b
 Fb 1/EJ 

= (-1/8 b ) Fb 1/EJ  = -1/8  Fb2/EJ

LXo
ED = ∫o

b(-1/2 +3/2 x/b -3/2 x2/b2 +1/2 x3/b3 ) Fb 1/EJ dx

= [-1/2 x +3/4 x2/b -1/2 x3/b2 +1/8 x4/b3 ]o

b
 Fb 1/EJ

= (-1/2 b +3/4 b -1/2 b +1/8 b ) Fb 1/EJ  = -1/8  Fb2/EJ

LXo
EA = ∫o

b(-1/2 +1/2 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-1/2 x +1/6 x3/b2 ]o

b
 Fb 1/EJ 

= (-1/2 b +1/6 b ) Fb 1/EJ  = -1/3  Fb2/EJ

LXo
AE = ∫o

b(- x/b +1/2 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-1/2 x2/b +1/6 x3/b2 ]o

b
 Fb 1/EJ

= (-1/2 b +1/6 b ) Fb 1/EJ  = -1/3  Fb2/EJ
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A =   864. mm2

Ju =  251424. mm4

Jv =  62208. mm4

yg =    21. mm
N = -724.5 N
Ty = -1449. N
Mx =  1587600. Nmm
xm =    30. mm
ym =    54. mm
um =     6. mm
vm =    33. mm
σm = N/A-Mv/Ju = -209.2 N/mm2

xc =    24. mm
yc =    40. mm
vc =    19. mm
σc = N/A-Mv/Ju = -120.8 N/mm2

τc =  2.098 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  120.9 N/mm2

S* =  4368. mm3mm 0 18 30 48x
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y,v,V,q

x,u,H,p

4b

2b

ϕ,W 3b 3b

A

B

C

D

E

F

W

F

q

HFE = -F
WA = -W = -Fb
pAB = -q = -F/b
vE = -δ = -b3F/EJ

kDC = 4EJ/b
EJAB = EJ
EJCD = EJ
EJAC = EJ

EJEF = EJ
EJBE = EJ
EJDF = EJ

1
1

Piano AC

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=HB

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
Carichi di aste curve misurati in proiezione sugli assi x,y.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Piano di scorrimento del vincolo con inclinazione assegnata.
La trave AB ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 190 mm,  F = 4990 N
Calcolare sulla sezione mediana la massima tensione normale σm

Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da A a B
Spostamento verticale  assoluto v imposto al nodo E.
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LXX
EF = ∫o

5b(16 -16/5 x/b +4/25 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [16 x -8/5 x2/b +4/75 x3/b2 ]o

5b
 b2 1/EJ

= (80 b -40 b +20/3 b ) b2 1/EJ  = 140/3  b3/EJ

LXX
FE = ∫o

5b(4 +8/5 x/b +4/25 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [4 x +4/5 x2/b +4/75 x3/b2 ]o

5b
 b2 1/EJ

= (20 b +20 b +20/3 b ) b2 1/EJ  = 140/3  b3/EJ

LXX
BE = ∫o

5b(16/25 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [16/75 x3/b2 ]o

5b
 b2 1/EJ

= (80/3 b ) b2 1/EJ  = 80/3  b3/EJ

LXX
EB = ∫o

5b(16 -32/5 x/b +16/25 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [16 x -16/5 x2/b +16/75 x3/b2 ]o

5b
 b2 1/EJ

= (80 b -80 b +80/3 b ) b2 1/EJ  = 80/3  b3/EJ

LXX
DF = ∫o

2b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
FD = ∫o

2b(4 -4 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [4 x -2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8 b -8 b +8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXo
EF = ∫o

5b(-60 +46/5 x/b -8/25 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-60 x +23/5 x2/b -8/75 x3/b2 ]o

5b
 Fb2 1/EJ

= (-300 b +115 b -40/3 b ) Fb2 1/EJ  = -595/3  Fb3/EJ

LXo
FE = ∫o

5b(-22 -6 x/b -8/25 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-22 x -3 x2/b -8/75 x3/b2 ]o

5b
 Fb2 1/EJ

= (-110 b -75 b -40/3 b ) Fb2 1/EJ  = -595/3  Fb3/EJ

LXo
BE = ∫o

5b(-12/5 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-4/5 x3/b2 ]o

5b
 Fb2 1/EJ

= (-100 b ) Fb2 1/EJ  = -100  Fb3/EJ

LXo
EB = ∫o

5b(-60 +24 x/b -12/5 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-60 x +12 x2/b -4/5 x3/b2 ]o

5b
 Fb2 1/EJ

= (-300 b +300 b -100 b ) Fb2 1/EJ  = -100  Fb3/EJ

LXo
DF = ∫o

2b(-3 x/b -4 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-3/2 x2/b -4/3 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-6 b -32/3 b ) Fb2 1/EJ  = -50/3  Fb3/EJ

LXo
FD = ∫o

2b(-22 +19 x/b -4 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-22 x +19/2 x2/b -4/3 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-44 b +38 b -32/3 b ) Fb2 1/EJ  = -50/3  Fb3/EJ
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A =   833. mm2

Ju =  418633. mm4

Jv =  75431. mm4

yg =  38.09 mm
N = -4990. N
Ty = -9980. N
Mx =  2370250. Nmm
xm =    14. mm
um =  -10.5 mm
vm = -38.09 mm
σm = N/A-Mv/Ju =  209.7 N/mm2

xc =   24.5 mm
yc =     9. mm
vc = -29.09 mm
σc = N/A-Mv/Ju =  158.7 N/mm2

τc =  18.75 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =   162. N/mm2

S* =  5506. mm3mm 0 14 21 28 35 49x
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y,v,V,q

x,u,H,p

b

ϕ,W 2b b

A B
C

D
E

F

W

F

F

q

VF = -F
VB = -F
WE = -W = -Fb
qDE = -q = -F/b
θAB = -θ = -αT/b = -bF/EJ

EJAB = EJ
EJBC = EJ
EJDE = EJ
EJEF = EJ
EJAD = EJ

EJBE = EJ
EJCE = EJ
EJCF = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=VEB

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave AD ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 450 mm,  F = 830 N
Calcolare sulla sezione D la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da A a D
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.
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Sviluppi di calcolo iperstatica

LXX
AB = ∫o

2b(4 -4 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [4 x -2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8 b -8 b +8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
BA = ∫o

2b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
DE = ∫o

2b(4 -4 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [4 x -2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8 b -8 b +8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
ED = ∫o

2b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
AD = ∫o

b(4 ) b2 1/EJ dx = [4 x ]o

b
 b2 1/EJ

= (4 b ) b2 1/EJ  = 4  b3/EJ

LXX
DA = ∫o

b(4 ) b2 1/EJ dx = [4 x ]o

b
 b2 1/EJ

= (4 b ) b2 1/EJ  = 4  b3/EJ

LXo
AB = ∫o

2b(-4 +4 x/b - x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + ∫o

2b(-2 + x/b ) θ  dx

= [-4 x +2 x2/b -1/3 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ  + [-2 x +1/2 x2/b ]o

2b
θ

= (-8 b +8 b -8/3 b ) Fb2 1/EJ  + (-4 b +2 b ) θ   = -14/3  Fb3/EJ

LXo
BA = ∫o

2b(- x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + ∫o

2b( x/b ) θ  dx = [-1/3 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ  + [1/2 x2/b ]o

2b
θ

= (-8/3 b ) Fb2 1/EJ  + (2 b ) θ   = -14/3  Fb3/EJ

LXo
DE = ∫o

2b(10 -11 x/b +4 x2/b2 -1/2 x3/b3 ) Fb2 1/EJ dx

= [10 x -11/2 x2/b +4/3 x3/b2 -1/8 x4/b3 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (20 b -22 b +32/3 b -2 b ) Fb2 1/EJ  = 20/3  Fb3/EJ

LXo
ED = ∫o

2b( x/b + x2/b2 +1/2 x3/b3 ) Fb2 1/EJ dx = [1/2 x2/b +1/3 x3/b2 +1/8 x4/b3 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (2 b +8/3 b +2 b ) Fb2 1/EJ  = 20/3  Fb3/EJ

LXo
AD = ∫o

b(-4 +14 x/b ) Fb2 1/EJ dx = [-4 x +7 x2/b ]o

b
 Fb2 1/EJ

= (-4 b +7 b ) Fb2 1/EJ  = 3  Fb3/EJ

LXo
DA = ∫o

b(10 -14 x/b ) Fb2 1/EJ dx = [10 x -7 x2/b ]o

b
 Fb2 1/EJ

= (10 b -7 b ) Fb2 1/EJ  = 3  Fb3/EJ
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A =   612. mm2

Ju =  225968. mm4

Jv =  40716. mm4

yg =  32.65 mm
N =  1275. N
Ty = -5810. N
Mx = -1467320. Nmm
xm =    12. mm
um =    -9. mm
vm = -32.65 mm
σm = N/A-Mv/Ju = -209.9 N/mm2

xc =    21. mm
yc =     8. mm
vc = -24.65 mm
σc = N/A-Mv/Ju =  -158. N/mm2

τc =  15.04 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  160.1 N/mm2

S* =  3510. mm3mm 0 12 18 24 30 42x
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y,v,V,q

x,u,H,p

3b

3b

ϕ,W 3b 3b

A
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C

D

E

F

W

W

F

F

q

VD = -F
VB = -F
WCB = -W = -Fb
WA = -W = -Fb
pCD = -q = -F/b
θAF = -θ = -αT/b = -bF/EJ
kEB = 4EJ/b
EJAB = EJ
EJCD = EJ
EJBC = EJ
EJEB = EJ
EJFE = EJ
EJAF = EJ
EJDA = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=VAB

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave CD ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 150 mm,  F = 2830 N
Calcolare sulla sezione mediana la massima tensione normale σm

Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da C a D
Curvatura θ asta AF positiva se convessa a destra con inizio A.
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Sviluppi di calcolo iperstatica



PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 19.07.22

LXX
EB = ∫o

3b(9 -6 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx - 3  (-3)  1/4  b3/EJ

= [9 x -3 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

3b
 b2 1/EJ  - 3  (-3)  1/4  b3/EJ

= (27 b -27 b +9 b ) b2 1/EJ  - 3  (-3)  1/4  b3/EJ = 45/4  b3/EJ

LXX
BE = ∫o

3b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx - 3  (-3)  1/4  b3/EJ = [1/3 x3/b2 ]o

3b
 b2 1/EJ  - 3  (-3)  1/4  b3/EJ

= (9 b ) b2 1/EJ  - 3  (-3)  1/4  b3/EJ = 45/4  b3/EJ

LXX
FE = ∫o

6b(9 ) b2 1/EJ dx = [9 x ]o

6b
 b2 1/EJ

= (54 b ) b2 1/EJ  = 54  b3/EJ

LXX
EF = ∫o

6b(9 ) b2 1/EJ dx = [9 x ]o

6b
 b2 1/EJ

= (54 b ) b2 1/EJ  = 54  b3/EJ

LXX
AF = ∫o

3b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

3b
 b2 1/EJ

= (9 b ) b2 1/EJ  = 9  b3/EJ

LXX
FA = ∫o

3b(9 -6 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [9 x -3 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

3b
 b2 1/EJ

= (27 b -27 b +9 b ) b2 1/EJ  = 9  b3/EJ

LXo
EB = ∫o

3b(-39/2 +13 x/b -13/6 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx - 3  13/2  1/4  Fb3/EJ

= [-39/2 x +13/2 x2/b -13/18 x3/b2 ]o

3b
 Fb2 1/EJ  - 3  13/2  1/4  Fb3/EJ

= (-117/2 b +117/2 b -39/2 b ) Fb2 1/EJ  - 3  13/2  1/4  Fb3/EJ = -195/8  Fb3/EJ

LXo
BE = ∫o

3b(-13/6 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx - 3  13/2  1/4  Fb3/EJ

= [-13/18 x3/b2 ]o

3b
 Fb2 1/EJ  - 3  13/2  1/4  Fb3/EJ

= (-39/2 b ) Fb2 1/EJ  - 3  13/2  1/4  Fb3/EJ = -195/8  Fb3/EJ

LXo
FE = ∫o

6b(-13/4 x/b ) Fb2 1/EJ dx = [-13/8 x2/b ]o

6b
 Fb2 1/EJ

= (-117/2 b ) Fb2 1/EJ  = -117/2  Fb3/EJ

LXo
EF = ∫o

6b(-39/2 +13/4 x/b ) Fb2 1/EJ dx = [-39/2 x +13/8 x2/b ]o

6b
 Fb2 1/EJ

= (-117 b +117/2 b ) Fb2 1/EJ  = -117/2  Fb3/EJ

LXo
AF = ∫o

3b(1/2 x/b -1/6 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + ∫o

3b(- x/b ) θ  dx

= [1/4 x2/b -1/18 x3/b2 ]o

3b
 Fb2 1/EJ  + [-1/2 x2/b ]o

3b
θ

= (9/4 b -3/2 b ) Fb2 1/EJ  + (-9/2 b ) θ   = -15/4  Fb3/EJ

LXo
FA = ∫o

3b(1/2 x/b -1/6 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + ∫o

3b(3 - x/b ) θ  dx

= [1/4 x2/b -1/18 x3/b2 ]o

3b
 Fb2 1/EJ  + [3 x -1/2 x2/b ]o

3b
θ

= (9/4 b -3/2 b ) Fb2 1/EJ  + (9 b -9/2 b ) θ   = -15/4  Fb3/EJ

PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 19.07.22

A =   612. mm2

Ju =  214270. mm4

Jv =  21276. mm4

yg =  32.06 mm
N =  3302. N
Ty = -4245. N
Mx =  1432690. Nmm
xm =     6. mm
um =    -9. mm
vm = -32.06 mm
σm = N/A-Mv/Ju =  219.8 N/mm2

xc =    15. mm
yc =     8. mm
vc = -24.06 mm
σc = N/A-Mv/Ju =  166.3 N/mm2

τc =  11.36 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  167.4 N/mm2

S* =  3439. mm3mm 0 6 12 18 24 30x
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@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 30.08.20

y,v,V,q

x,u,H,p

2b

2b

ϕ,W b b

A

B

C

D

E

F

G

H

W

3F

3/4F

9/4F

2q

2q

HG = -3F
HC = 3/4F
HF = 9/4F
WD = W = Fb
qDB = -2q = -2F/b
qHE = 2q = 2F/b
εGA = -5αT = -5b2F/EJ
EJAB = EJ
EJCA = EJ
EJDB = EJ
EJEC = EJ
EJFD = EJ
EJGA = EJ
EJHE = EJ
EJGF = EJ
EJHG = EJ

Sul fronte di questo foglio:
-indicare chiaramente eventuali reazioni iperstatiche.
-Riportare graficamente le reazioni vincolari calcolate.
-Tracciare i diagrammi finali con quote frazionarie.
Sul retro di questo foglio:
-illustrare l’analisi cinematica.
-Tracciare i diagrammi della struttura ausiliaria.
-Scrivere l’espressione del PLV con funzioni M0 e M*.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave EC ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 440 mm,  F = 3950 N
Calcolare sulla sezione C la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da E a C
Elongazione termica specifica ε assegnata su asta GA.
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@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 30.08.20

TEMA 08



REAZIONI

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 02.09.20
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PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 02.09.20
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2qSchema di calcolo iperstatico
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PROCEDIMENTO E RISULTATI

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 02.09.20

Quadro contributi PLV per iperstatica X=WAB

→ Mx(x) Mo(x) MxMo MxMx ∫MxMo/EJdx ∫XMxMx/EJdx

AB 2b -1+1/2x/b 0 0 1-x/b+1/4x2/b2

0 2/3Xb/EJ
BA 2b 1/2x/b 0 0 1/4x2/b2

CA 2b -1/2x/b -2Fb+Fx Fx-1/2Fx2/b 1/4x2/b2

2/3Fb2/EJ 2/3Xb/EJ
AC 2b 1-1/2x/b Fx Fx-1/2Fx2/b 1-x/b+1/4x2/b2

DB b 0 -Fb+qx2 0 0
0 0

BD b 0 2Fx-qx2 0 0

EC b 0 -2Fx 0 0
0 0

CE b 0 2Fb-2Fx 0 0

FD b 0 0 0 0
0 0

DF b 0 0 0 0

GA 2b 0 0 0 0
0 0

AG 2b 0 0 0 0

HE b 0 Fb-qx2 0 0
0 0

EH b 0 -2Fx+qx2 0 0

GF 2b 1-1/2x/b -9/2Fb+9/4Fx -9/2Fb+9/2Fx-9/8Fx2/b 1-x/b+1/4x2/b2

-3Fb2/EJ 2/3Xb/EJ
FG 2b -1/2x/b 9/4Fx -9/8Fx2/b 1/4x2/b2

HG 2b 1/2x/b -Fb-7/4Fx -1/2Fx-7/8Fx2/b 1/4x2/b2

-10/3Fb2/EJ 2/3Xb/EJ
GH 2b -1+1/2x/b 9/2Fb-7/4Fx -9/2Fb+4Fx-7/8Fx2/b 1-x/b+1/4x2/b2

GA elongazione asta  N1GAεGALGA 10Fb2/EJ

totali 13/3Fb2/EJ 8/3Xb/EJ

iperstatica X=WAB -13/8Fb

Sviluppi di calcolo iperstatica



PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 02.09.20

LXX
AB = ∫o

2b(1 - x/b +1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [ x -1/2 x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2 b -2 b +2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
BA = ∫o

2b(1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
CA = ∫o

2b(1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
AC = ∫o

2b(1 - x/b +1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [ x -1/2 x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2 b -2 b +2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
GF = ∫o

2b(1 - x/b +1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [ x -1/2 x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2 b -2 b +2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
FG = ∫o

2b(1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
HG = ∫o

2b(1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXX
GH = ∫o

2b(1 - x/b +1/4 x2/b2 )  1/EJ dx = [ x -1/2 x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (2 b -2 b +2/3 b )  1/EJ  = 2/3  b/EJ

LXo
CA = ∫o

2b( x/b -1/2 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [1/2 x2/b -1/6 x3/b2 ]o

2b
 Fb 1/EJ

= (2 b -4/3 b ) Fb 1/EJ  = 2/3  Fb2/EJ

LXo
AC = ∫o

2b( x/b -1/2 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [1/2 x2/b -1/6 x3/b2 ]o

2b
 Fb 1/EJ

= (2 b -4/3 b ) Fb 1/EJ  = 2/3  Fb2/EJ

LXo
GF = ∫o

2b(-9/2 +9/2 x/b -9/8 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-9/2 x +9/4 x2/b -3/8 x3/b2 ]o

2b
 Fb 1/EJ

= (-9 b +9 b -3 b ) Fb 1/EJ  = -3  Fb2/EJ

LXo
FG = ∫o

2b(-9/8 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-3/8 x3/b2 ]o

2b
 Fb 1/EJ

= (-3 b ) Fb 1/EJ  = -3  Fb2/EJ

LXo
HG = ∫o

2b(-1/2 x/b -7/8 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-1/4 x2/b -7/24 x3/b2 ]o

2b
 Fb 1/EJ

= (- b -7/3 b ) Fb 1/EJ  = -10/3  Fb2/EJ

LXo
GH = ∫o

2b(-9/2 +4 x/b -7/8 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-9/2 x +2 x2/b -7/24 x3/b2 ]o

2b
 Fb 1/EJ

= (-9 b +8 b -7/3 b ) Fb 1/EJ  = -10/3  Fb2/EJ

PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 02.09.20

A =  1554. mm2

Ju =  629904. mm4

Jv =  225694. mm4

yg =  23.77 mm
N = -10122. N
Ty = -7900. N
Mx = -3476000. Nmm
xm =    42. mm
ym =    63. mm
um =    14. mm
vm =  39.23 mm
σm = N/A-Mv/Ju =   210. N/mm2

xc =    28. mm
yc =    50. mm
vc =  26.23 mm
σc = N/A-Mv/Ju =  138.2 N/mm2

τc =  8.063 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  138.9 N/mm2

S* =  9000. mm3mm 0 14 21 35 42 56x
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@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 06.09.22

y,v,V,q
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ϕ,W 2b b b
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W

F

1/
2F

5/
2F

q

VCD = -F
VA = 1/2F
VD = 5/2F
WB = -W = -Fb

qFG = -q = -F/b
εAE = -αT = -b2F/EJ
kFE = 4EJ/b
EJAB = EJ

EJBC = EJ
EJCD = EJ
EJAE = EJ
EJEF = EJ

EJFG = EJ
EJBF = EJ
EJDG = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=VAE

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave CD ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 620 mm,  F = 5820 N
Calcolare sulla sezione C la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da C a D
Elongazione termica specifica ε assegnata su asta AE.
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@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 06.09.22

TEMA 09



REAZIONI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 06.09.22
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AZIONI INTERNE

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 06.09.22
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PROCEDIMENTO E RISULTATI

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 06.09.22
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PROCEDIMENTO E RISULTATI

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 06.09.22

Quadro contributi PLV per iperstatica X=VAE

→ Mx(x) Mo(x) MxMo MxMx ∫MxMo/EJdx ∫XMxMx/EJdx

AB 2b -x 1/2Fx -1/2Fx2 x2

-4/3Fb3/EJ 8/3Xb3/EJ
BA 2b 2b-x -Fb+1/2Fx -2Fb2+2Fbx-1/2Fx2 4b2-4bx+x2

BC b 0 Fb 0 0
0 0

CB b 0 -Fb 0 0

CD b 0 Fb-Fx 0 0
0 0

DC b 0 -Fx 0 0

AE b 0 0 0 0
0 0

EA b 0 0 0 0

EF 2b x 0 0 x2

0 8/3Xb3/EJ
FE 2b -2b+x 0 0 4b2-4bx+x2

FG 2b 0 Fb+1/2Fx-1/2qx2 0 0
0 0

GF 2b 0 -3/2Fx+1/2qx2 0 0

BF b -2b Fb -2Fb2 4b2

-2Fb3/EJ 4Xb3/EJ
FB b 2b -Fb -2Fb2 4b2

DG b 0 0 0 0
0 0

GD b 0 0 0 0

AE elongazione asta  N1AEεAELAE Fb3/EJ

FE molla asta -W1FE(WoFE+XW1FE)/kFE Xb3/EJ

totali -7/3Fb3/EJ 31/3Xb3/EJ

iperstatica X=VAE 7/31F

Sviluppi di calcolo iperstatica



PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 06.09.22

LXX
AB = ∫o

2b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
BA = ∫o

2b(4 -4 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [4 x -2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8 b -8 b +8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
EF = ∫o

2b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx + 2  2  1/4  b3/EJ = [1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ  + 2  2  1/4  b3/EJ

= (8/3 b ) b2 1/EJ  + 2  2  1/4  b3/EJ = 11/3  b3/EJ

LXX
FE = ∫o

2b(4 -4 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx + 2  2  1/4  b3/EJ

= [4 x -2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ  + 2  2  1/4  b3/EJ

= (8 b -8 b +8/3 b ) b2 1/EJ  + 2  2  1/4  b3/EJ = 11/3  b3/EJ

LXX
BF = ∫o

b(4 ) b2 1/EJ dx = [4 x ]o

b
 b2 1/EJ

= (4 b ) b2 1/EJ  = 4  b3/EJ

LXX
FB = ∫o

b(4 ) b2 1/EJ dx = [4 x ]o

b
 b2 1/EJ

= (4 b ) b2 1/EJ  = 4  b3/EJ

LXo
AB = ∫o

2b(-1/2 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-1/6 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-4/3 b ) Fb2 1/EJ  = -4/3  Fb3/EJ

LXo
BA = ∫o

2b(-2 +2 x/b -1/2 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-2 x + x2/b -1/6 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-4 b +4 b -4/3 b ) Fb2 1/EJ  = -4/3  Fb3/EJ

LXo
BF = ∫o

b(-2 ) Fb2 1/EJ dx = [-2 x ]o

b
 Fb2 1/EJ

= (-2 b ) Fb2 1/EJ  = -2  Fb3/EJ

LXo
FB = ∫o

b(-2 ) Fb2 1/EJ dx = [-2 x ]o

b
 Fb2 1/EJ

= (-2 b ) Fb2 1/EJ  = -2  Fb3/EJ

PROCEDIMENTO E RISULTATI 
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A =  1088. mm2

Ju =  714170. mm4

Jv =  128683. mm4

yg =  43.53 mm
Ty = -5820. N
Mx =  3608400. Nmm
xm =    16. mm
um =   -12. mm
vm = -43.53 mm
σm = -Mv/Ju =  219.9 N/mm2

xc =    28. mm
yc =    11. mm
vc = -32.53 mm
σc = -Mv/Ju =  164.4 N/mm2

τc =  8.563 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =   165. N/mm2

S* =  8406. mm3mm 0 16 24 32 40 56x
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@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 30.01.23

y,v,V,q

x,u,H,p

b

ϕ,W b b b

A

B

C

D

E

F

W

F

F

q

q

VD = -F
VB = -F
WA = -W = -Fb
qFC = -q = -F/b
qED = -q = -F/b

θED = -θ = -αT/b = -bF/EJ
θFC = -θ = -αT/b = -bF/EJ
EJAB = EJ
EJAC = EJ
EJDC = EJ

EJEF = EJ
EJCB = EJ
EJFC = EJ
EJDA = EJ
EJED = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=WEF

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave AB ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 550 mm,  F = 4300 N
Calcolare sulla sezione A la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da A a B
Curvatura θ asta ED positiva se convessa a destra con inizio E.
Curvatura θ asta FC positiva se convessa a destra con inizio F.
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PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 30.01.23

Sviluppi di calcolo iperstatica

LXX
EF = ∫o

b(1 +2 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx = [ x + x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= ( b + b +1/3 b )  1/EJ  = 7/3  b/EJ

LXX
FE = ∫o

b(4 -4 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx = [4 x -2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= (4 b -2 b +1/3 b )  1/EJ  = 7/3  b/EJ

LXX
FC = ∫o

2b(4 -4 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx = [4 x -2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (8 b -8 b +8/3 b )  1/EJ  = 8/3  b/EJ

LXX
CF = ∫o

2b( x2/b2 )  1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

2b
  1/EJ

= (8/3 b )  1/EJ  = 8/3  b/EJ

LXX
ED = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 )  1/EJ dx = [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= ( b - b +1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXX
DE = ∫o

b( x2/b2 )  1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

b
  1/EJ

= (1/3 b )  1/EJ  = 1/3  b/EJ

LXo
EF = ∫o

b(-7 x/b -7 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-7/2 x2/b -7/3 x3/b2 ]o

b
 Fb 1/EJ

= (-7/2 b -7/3 b ) Fb 1/EJ  = -35/6  Fb2/EJ

LXo
FE = ∫o

b(-14 +21 x/b -7 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-14 x +21/2 x2/b -7/3 x3/b2 ]o

b
 Fb 1/EJ

= (-14 b +21/2 b -7/3 b ) Fb 1/EJ  = -35/6  Fb2/EJ

LXo
FC = ∫o

2b(-14 +16 x/b -11/2 x2/b2 +1/2 x3/b3 ) Fb 1/EJ dx + ∫o

2b(2 - x/b ) θ  dx

= [-14 x +8 x2/b -11/6 x3/b2 +1/8 x4/b3 ]o

2b
 Fb 1/EJ  + [2 x -1/2 x2/b ]o

2b
θ

= (-28 b +32 b -44/3 b +2 b ) Fb 1/EJ  + (4 b -2 b ) θ   = -20/3  Fb2/EJ

LXo
CF = ∫o

2b(-5/2 x2/b2 -1/2 x3/b3 ) Fb 1/EJ dx + ∫o

2b(- x/b ) θ  dx

= [-5/6 x3/b2 -1/8 x4/b3 ]o

2b
 Fb 1/EJ  + [-1/2 x2/b ]o

2b
θ

= (-20/3 b -2 b ) Fb 1/EJ  + (-2 b ) θ   = -20/3  Fb2/EJ

LXo
ED = ∫o

b(-1/2 x/b + x2/b2 -1/2 x3/b3 ) Fb 1/EJ dx + ∫o

b(-1 + x/b ) θ  dx

= [-1/4 x2/b +1/3 x3/b2 -1/8 x4/b3 ]o

b
Fb 1/EJ  + [- x +1/2 x2/b ]o

b
θ

= (-1/4 b +1/3 b -1/8 b ) Fb 1/EJ  + (- b +1/2 b ) θ   = -13/24  Fb2/EJ

LXo
DE = ∫o

b(-1/2 x2/b2 +1/2 x3/b3 ) Fb 1/EJ dx + ∫o

b( x/b ) θ  dx

= [-1/6 x3/b2 +1/8 x4/b3 ]o

b
 Fb 1/EJ  + [1/2 x2/b ]o

b
θ

= (-1/6 b +1/8 b ) Fb 1/EJ  + (1/2 b ) θ   = -13/24  Fb2/EJ

PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 30.01.23

A =   936. mm2

Ju =  311455. mm4

Jv =  68256. mm4

yg =  30.69 mm
N = -3041. N
Ty = -3041. N
Mx =  2365000. Nmm
xm =    12. mm
um =   -12. mm
vm = -30.69 mm
σm = N/A-Mv/Ju =  229.8 N/mm2

xc =    24. mm
yc =    10. mm
vc = -20.69 mm
σc = N/A-Mv/Ju =  153.9 N/mm2

τc =   4.13 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =   154. N/mm2

S* =  5077. mm3mm 0 12 18 30 36 48x
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@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 11.01.23

y,v,V,q

x,u,H,p

2b

ϕ,W b b b

A B C

D

E
F

W

F

q

VF = -F
WA = -W = -Fb
qEF = -q = -F/b

εBC = -αT = -b2F/EJ
kAB = 4EJ/b
EJAB = EJ

EJBC = EJ
EJCD = EJ
EJDE = EJ

EJEF = EJ
EJFA = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=VEF

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave CD ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 350 mm,  F = 1580 N
Calcolare sulla sezione C la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da C a D
Elongazione termica specifica ε assegnata su asta BC.

mm 0 12 18 24 30 42x

0

6

48

54

y

9
σc,τc

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 11.01.23

TEMA 11



REAZIONI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 11.01.23

240/187F

321/374F
240/187Fb

240/187F

321/374F

A

B

240/187F

321/374F

240/187F

321/374F
480/187Fb

B

C

321/187F

801/374F
480/187Fb

321/187F

801/374F
321/187Fb

CD

321/187F

321/374F
321/187Fb

321/187F

321/374F

D

E

321/187F

321/374F

53/187F

321/374F
268/187Fb

E

F

240/187F

321/374F
268/187Fb

240/187F

321/374F
53/187Fb

F A

AZIONI INTERNE 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 11.01.23

-321/374 -321/374

-3
21

/1
87

321/374321/374321/374

-2
40

/1
87

 F

-240/187 -240/187

80
1/

37
4

-321/187-321/187
53/187

32
1/

37
4

 F

240/187 0 0
-480/187

-4
80

/1
87

32
1/

18
7321/18700

-268/187

-2
68

/1
87

53
/1

87
 Fb



PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 11.01.23

A B C

D

E
F

F

X X

q

3 0 0
-6

-6
000022

2

Mo flessione da carichi assegnati

-1
0 0 2

2
1100

-2

-2
-1

Mx flessione da iperstatica X=1

PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 11.01.23

Q
ua

dr
o 

co
nt

rib
ut

i P
LV

 p
er

 ip
er

st
at

ic
a 

X=
V E

F

→
M

x(x
)

M
o(

x)
M

xM
o

M
xM

x
∫M

xM
o/E

Jd
x

∫X
M

xM
x/E

Jd
x

AB
 b

-b
+x

3F
b-

3F
x

-3
Fb

2 +6
Fb

x-
3F

x2
b2 -2

bx
+x

2

-F
b3 /E

J
1/

3X
b3 /E

J
BA

 b
x

-3
Fx

-3
Fx

2
x2

BC
 2

b
x

-3
Fx

-3
Fx

2
x2

-8
Fb

3 /E
J

8/
3X

b3 /E
J

C
B 

2b
-2

b+
x

6F
b-

3F
x

-1
2F

b2 +1
2F

bx
-3

Fx
2

4b
2 -4

bx
+x

2

C
D

 2
b

2b
-1

/2
x

-6
Fb

+3
Fx

-1
2F

b2 +9
Fb

x-
3/

2F
x2

4b
2 -2

bx
+1

/4
x2

-1
0F

b3 /E
J

14
/3

Xb
3 /E

J
D

C
 2

b
-b

-1
/2

x
3F

x
-3

Fb
x-

3/
2F

x2
b2 +b

x+
1/

4x
2

D
E 

b
b-

x
0

0
b2 -2

bx
+x

2

0
1/

3X
b3 /E

J
ED

 b
-x

0
0

x2

EF
 2

b
-x

1/
2q

x2
-1

/2
qx

3
x2

-2
Fb

3 /E
J

8/
3X

b3 /E
J

FE
 2

b
2b

-x
-2

Fb
+2

Fx
-1

/2
qx

2
-4

Fb
2 +6

Fb
x-

3F
x2 +1

/2
qx

3
4b

2 -4
bx

+x
2

FA
 2

b
-2

b+
1/

2x
2F

b
-4

Fb
2 +F

bx
4b

2 -2
bx

+1
/4

x2

-6
Fb

3 /E
J

14
/3

Xb
3 /E

J
AF

 2
b

b+
1/

2x
-2

Fb
-2

Fb
2 -F

bx
b2 +b

x+
1/

4x
2

AB
m

ol
la

 a
st

a 
-W

1A
B(

W
oA

B+
XW

1A
B)

/k
AB

-3
/4

Fb
3 /E

J
1/

4X
b3 /E

J

BC
el

on
ga

zi
on

e 
as

ta
  N

1B
C
ε B

C
L B

C
Fb

3 /E
J

to
ta

li
-1

07
/4

Fb
3 /E

J
18

7/
12

Xb
3 /E

J

ip
er

st
at

ic
a 

X=
V E

F
32

1/
18

7F

Sviluppi di calcolo iperstatica
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LXX
AB = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx + 1  1  1/4  b3/EJ

= [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ  + 1  1  1/4  b3/EJ

= ( b - b +1/3 b ) b2 1/EJ  + 1  1  1/4  b3/EJ = 7/12  b3/EJ

LXX
BA = ∫o

b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx + 1  1  1/4  b3/EJ = [1/3 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ  + 1  1  1/4  b3/EJ

= (1/3 b ) b2 1/EJ  + 1  1  1/4  b3/EJ = 7/12  b3/EJ

LXX
BC = ∫o

2b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
CB = ∫o

2b(4 -4 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [4 x -2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8 b -8 b +8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
CD = ∫o

2b(4 -2 x/b +1/4 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [4 x - x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8 b -4 b +2/3 b ) b2 1/EJ  = 14/3  b3/EJ

LXX
DC = ∫o

2b(1 + x/b +1/4 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [ x +1/2 x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (2 b +2 b +2/3 b ) b2 1/EJ  = 14/3  b3/EJ

LXX
DE = ∫o

b(1 -2 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [ x - x2/b +1/3 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ

= ( b - b +1/3 b ) b2 1/EJ  = 1/3  b3/EJ

LXX
ED = ∫o

b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ

= (1/3 b ) b2 1/EJ  = 1/3  b3/EJ

LXX
EF = ∫o

2b( x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
FE = ∫o

2b(4 -4 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [4 x -2 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8 b -8 b +8/3 b ) b2 1/EJ  = 8/3  b3/EJ

LXX
FA = ∫o

2b(4 -2 x/b +1/4 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [4 x - x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (8 b -4 b +2/3 b ) b2 1/EJ  = 14/3  b3/EJ

LXX
AF = ∫o

2b(1 + x/b +1/4 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [ x +1/2 x2/b +1/12 x3/b2 ]o

2b
 b2 1/EJ

= (2 b +2 b +2/3 b ) b2 1/EJ  = 14/3  b3/EJ

LXo
AB = ∫o

b(-3 +6 x/b -3 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + 1  (-3)  1/4  Fb3/EJ

= [-3 x +3 x2/b - x3/b2 ]o

b
 Fb2 1/EJ  + 1  (-3)  1/4  Fb3/EJ

= (-3 b +3 b - b ) Fb2 1/EJ  + 1  (-3)  1/4  Fb3/EJ = -7/4  Fb3/EJ

LXo
BA = ∫o

b(-3 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + 1  (-3)  1/4  Fb3/EJ = [- x3/b2 ]o

b
 Fb2 1/EJ  + 1  (-3)  1/4  Fb3/EJ
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= (- b ) Fb2 1/EJ  + 1  (-3)  1/4  Fb3/EJ = -7/4  Fb3/EJ

LXo
BC = ∫o

2b(-3 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx - 1/2   (-1)  2  Fb3/EJ = [- x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ  - 1/2   (-1)  2  Fb3/EJ

= (-8 b ) Fb2 1/EJ  - 1/2   (-1)  2  Fb3/EJ = -7  Fb3/EJ

LXo
CB = ∫o

2b(-12 +12 x/b -3 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx - 1/2   (-1)  2  Fb3/EJ

= [-12 x +6 x2/b - x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ  - 1/2   (-1)  2  Fb3/EJ

= (-24 b +24 b -8 b ) Fb2 1/EJ  - 1/2   (-1)  2  Fb3/EJ = -7  Fb3/EJ

LXo
CD = ∫o

2b(-12 +9 x/b -3/2 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-12 x +9/2 x2/b -1/2 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-24 b +18 b -4 b ) Fb2 1/EJ  = -10  Fb3/EJ

LXo
DC = ∫o

2b(-3 x/b -3/2 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [-3/2 x2/b -1/2 x3/b2 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-6 b -4 b ) Fb2 1/EJ  = -10  Fb3/EJ

LXo
EF = ∫o

2b(-1/2 x3/b3 ) Fb2 1/EJ dx = [-1/8 x4/b3 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-2 b ) Fb2 1/EJ  = -2  Fb3/EJ

LXo
FE = ∫o

2b(-4 +6 x/b -3 x2/b2 +1/2 x3/b3 ) Fb2 1/EJ dx = [-4 x +3 x2/b - x3/b2 +1/8 x4/b3 ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-8 b +12 b -8 b +2 b ) Fb2 1/EJ  = -2  Fb3/EJ

LXo
FA = ∫o

2b(-4 + x/b ) Fb2 1/EJ dx = [-4 x +1/2 x2/b ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-8 b +2 b ) Fb2 1/EJ  = -6  Fb3/EJ

LXo
AF = ∫o

2b(-2 - x/b ) Fb2 1/EJ dx = [-2 x -1/2 x2/b ]o

2b
 Fb2 1/EJ

= (-4 b -2 b ) Fb2 1/EJ  = -6  Fb3/EJ
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A =   612. mm2

Ju =  225968. mm4

Jv =  40716. mm4

yg =  32.65 mm
N = -2712. N
Ty =  3384. N
Mx = -1419470. Nmm
xm =    12. mm
um =    -9. mm
vm = -32.65 mm
σm = N/A-Mv/Ju = -209.5 N/mm2

xc =    21. mm
yc =     9. mm
vc = -23.65 mm
σc = N/A-Mv/Ju =  -153. N/mm2

τc =  9.121 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  153.8 N/mm2

S* =  3655. mm3mm 0 12 18 24 30 42x
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y,v,V,q

x,u,H,p

b

2b

ϕ,W 3b 2b

A

B

C

D

E

F

W

W

F

F

q

VD = -F
VB = -F
WCB = -W = -Fb
WA = -W = -Fb
pFE = -q = -F/b

θAF = -θ = -αT/b = -bF/EJ
kEB = 4EJ/b
EJAB = EJ
EJCD = EJ
EJBC = EJ

EJEB = EJ
EJFE = EJ
EJAF = EJ
EJDA = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=WFA

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave CD ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 250 mm,  F = 1470 N
Calcolare sulla sezione C la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da C a D
Curvatura θ asta AF positiva se convessa a destra con inizio A.
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Sviluppi di calcolo iperstatica

LXX
EB = ∫o

3b(1 -2/3 x/b +1/9 x2/b2 )  1/EJ dx - 1  (-1)  1/4  b/EJ

= [ x -1/3 x2/b +1/27 x3/b2 ]o

3b
  1/EJ  - 1  (-1)  1/4  b/EJ

= (3 b -3 b + b )  1/EJ  - 1  (-1)  1/4  b/EJ = 5/4  b/EJ

LXX
BE = ∫o

3b(1/9 x2/b2 )  1/EJ dx - 1  (-1)  1/4  b/EJ = [1/27 x3/b2 ]o

3b
  1/EJ  - 1  (-1)  1/4  b/EJ

= ( b )  1/EJ  - 1  (-1)  1/4  b/EJ = 5/4  b/EJ

LXX
FE = ∫o

3b(1 )  1/EJ dx = [ x ]o

3b
  1/EJ

= (3 b )  1/EJ  = 3  b/EJ

LXX
EF = ∫o

3b(1 )  1/EJ dx = [ x ]o

3b
  1/EJ

= (3 b )  1/EJ  = 3  b/EJ

LXX
AF = ∫o

3b(1/9 x2/b2 )  1/EJ dx = [1/27 x3/b2 ]o

3b
  1/EJ

= ( b )  1/EJ  =   b/EJ

LXX
FA = ∫o

3b(1 -2/3 x/b +1/9 x2/b2 )  1/EJ dx = [ x -1/3 x2/b +1/27 x3/b2 ]o

3b
  1/EJ

= (3 b -3 b + b )  1/EJ  =   b/EJ

LXo
EB = ∫o

3b(-9 +6 x/b - x2/b2 ) Fb 1/EJ dx - 1  9  1/4  Fb2/EJ

= [-9 x +3 x2/b -1/3 x3/b2 ]o

3b
 Fb 1/EJ  - 1  9  1/4  Fb2/EJ

= (-27 b +27 b -9 b ) Fb 1/EJ  - 1  9  1/4  Fb2/EJ = -45/4  Fb2/EJ

LXo
BE = ∫o

3b(- x2/b2 ) Fb 1/EJ dx - 1  9  1/4  Fb2/EJ = [-1/3 x3/b2 ]o

3b
 Fb 1/EJ  - 1  9  1/4  Fb2/EJ

= (-9 b ) Fb 1/EJ  - 1  9  1/4  Fb2/EJ = -45/4  Fb2/EJ

LXo
FE = ∫o

3b(-9/2 x/b +1/2 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-9/4 x2/b +1/6 x3/b2 ]o

3b
 Fb 1/EJ

= (-81/4 b +9/2 b ) Fb 1/EJ  = -63/4  Fb2/EJ

LXo
EF = ∫o

3b(-9 +3/2 x/b +1/2 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-9 x +3/4 x2/b +1/6 x3/b2 ]o

3b
 Fb 1/EJ

= (-27 b +27/4 b +9/2 b ) Fb 1/EJ  = -63/4  Fb2/EJ

LXo
AF = ∫o

3b( x/b -1/3 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx + ∫o

3b(-1/3 x/b ) θ  dx

= [1/2 x2/b -1/9 x3/b2 ]o

3b
 Fb 1/EJ  + [-1/6 x2/b ]o

3b
θ

= (9/2 b -3 b ) Fb 1/EJ  + (-3/2 b ) θ   = 0

LXo
FA = ∫o

3b( x/b -1/3 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx + ∫o

3b(1 -1/3 x/b ) θ  dx

= [1/2 x2/b -1/9 x3/b2 ]o

3b
 Fb 1/EJ  + [ x -1/6 x2/b ]o

3b
θ

= (9/2 b -3 b ) Fb 1/EJ  + (3 b -3/2 b ) θ   = 0
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A =   612. mm2

Ju =  214270. mm4

Jv =  21276. mm4

yg =  32.06 mm
Ty = -5880. N
Mx =  1470000. Nmm
xm =     6. mm
um =    -9. mm
vm = -32.06 mm
σm = -Mv/Ju =  219.9 N/mm2

xc =    15. mm
yc =     8. mm
vc = -24.06 mm
σc = -Mv/Ju =  165.1 N/mm2

τc =  15.73 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  167.3 N/mm2

S* =  3439. mm3mm 0 6 12 18 24 30x

0

6

42

48

54

y

8
σc,τc

σm

u

v



@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 05.07.23

y,v,V,q

x,u,H,p

b

3b

b

ϕ,W 4b

A

B

C

D
E

F

W

F

q

HDB = -F
WA = -W = -Fb
qCF = -q = -F/b
θFA = -θ = -αT/b = -bF/EJ
kAE = 4EJ/b
EJAB = EJ
EJBC = EJ
EJDB = EJ
EJED = EJ
EJAE = EJ
EJFA = EJ
EJCF = EJ

Reazioni iperstatiche in soluzione:  X=VDE

Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
La trave CF ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 220 mm,  F = 382070 N
Calcolare sulla sezione C la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da C a F
Curvatura θ asta FA positiva se convessa a destra con inizio F.

mm 0 7 14 21 28 35x

0

7

49

56

63

y

37
σc,τc

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 05.07.23

TEMA 13



REAZIONI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 05.07.23

265/442F

A

B

115/221F

F
115/221Fb

115/221F

F

B

C

F

601/442F
999/221Fb

F

601/442F
115/221Fb

D

B

601/442F
203/221Fb

601/442F
999/221Fb

E D

725/442F
203/221Fb

725/442F
203/221Fb

A

E

106/221F

2F

106/221F

2F
424/221Fb

F

A

106/221F

2F

106/221F

2F

CF

AZIONI INTERNE 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 05.07.23

-265/442

1
60

1/
44

2

0

72
5/

44
2

2

106/221106/221

 F

0

-1
15

/2
21

-1

601/442

0
-1

06
/2

21

-2
2

 F

0

0

11
5/

22
1

0
99

9/
22

1
11

5/
22

1

-203/221
999/221

-2
03

/2
21

-2
03

/2
21

0
-4

24
/2

21

00

 Fb



PROCEDIMENTO E RISULTATI 

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano, vers.27.03.13 05.07.23

A

B

C

D
E

F

W

F

X

X

q

Schema di calcolo iperstatico
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Quadro contributi PLV per iperstatica X=VDE

→ Mx(x) Mo(x) θ MxMo Mxθ MxMx ∫Mx(Mo/EJ+θ)dx ∫XMxMx/EJdx

AB 5b 0 0 0 0 0 0
0+0 0

BA 5b 0 0 0 0 0 0

BC b 4/3b-4/3x 7/3Fb-7/3Fx 0 28/9Fb2-56/9Fbx+28/9Fx2 0 16/9b2-32/9bx+16/9x2

(28/27+0)Fb3/EJ 16/27Xb3/EJ
CB b -4/3x -7/3Fx 0 28/9Fx2 0 16/9x2

DB 4b 4/3b 19/3Fb-Fx 0 76/9Fb2-4/3Fbx 0 16/9b2

(208/9+0)Fb3/EJ 64/9Xb3/EJ
BD 4b -4/3b -7/3Fb-Fx 0 28/9Fb2+4/3Fbx 0 16/9b2

ED 4b 16/3b-x 19/3Fb 0 304/9Fb2-19/3Fbx 0 256/9b2-32/3bx+x2

(760/9+0)Fb3/EJ 448/9Xb3/EJ
DE 4b -4/3b-x -19/3Fb 0 76/9Fb2+19/3Fbx 0 16/9b2+8/3bx+x2

AE b 16/3b 19/3Fb 0 304/9Fb2 0 256/9b2

(304/9+0)Fb3/EJ 256/9Xb3/EJ
EA b -16/3b -19/3Fb 0 304/9Fb2 0 256/9b2

FA 4b 4/3x 4/3Fx -Fb/EJ 16/9Fx2 -4/3Fxb/EJ 16/9x2

(1024/27-32/3)Fb3/EJ 1024/27Xb3/EJ
AF 4b -16/3b+4/3x -16/3Fb+4/3Fx Fb/EJ 256/9Fb2-128/9Fbx+16/9Fx2 -16/3Fb2/EJ+4/3Fxb/EJ 256/9b2-128/9bx+16/9x2

CF 4b 0 -2Fx+1/2qx2 0 0 0 0
0+0 0

FC 4b 0 2Fx-1/2qx2 0 0 0 0

AE molla asta -W1AE(WoAE+XW1AE)/kAE 76/9Fb3/EJ 64/9Xb3/EJ

totali 4808/27Fb3/EJ 3536/27Xb3/EJ

iperstatica X=VDE -601/442F
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Sviluppi di calcolo iperstatica
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LXX
BC = ∫o

b(16/9 -32/9 x/b +16/9 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [16/9 x -16/9 x2/b +16/27 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ

= (16/9 b -16/9 b +16/27 b ) b2 1/EJ  = 16/27  b3/EJ

LXX
CB = ∫o

b(16/9 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [16/27 x3/b2 ]o

b
 b2 1/EJ

= (16/27 b ) b2 1/EJ  = 16/27  b3/EJ

LXX
DB = ∫o

4b(16/9 ) b2 1/EJ dx = [16/9 x ]o

4b
 b2 1/EJ

= (64/9 b ) b2 1/EJ  = 64/9  b3/EJ

LXX
BD = ∫o

4b(16/9 ) b2 1/EJ dx = [16/9 x ]o

4b
 b2 1/EJ

= (64/9 b ) b2 1/EJ  = 64/9  b3/EJ

LXX
ED = ∫o

4b(256/9 -32/3 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [256/9 x -16/3 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

4b
 b2 1/EJ

= (1024/9 b -256/3 b +64/3 b ) b2 1/EJ  = 448/9  b3/EJ

LXX
DE = ∫o

4b(16/9 +8/3 x/b + x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [16/9 x +4/3 x2/b +1/3 x3/b2 ]o

4b
 b2 1/EJ

= (64/9 b +64/3 b +64/3 b ) b2 1/EJ  = 448/9  b3/EJ

LXX
AE = ∫o

b(256/9 ) b2 1/EJ dx - 16/3  (-16/3)  1/4  b3/EJ = [256/9 x ]o

b
 b2 1/EJ  - 16/3  (-16/3)  1/4  b3/EJ

= (256/9 b ) b2 1/EJ  - 16/3  (-16/3)  1/4  b3/EJ = 320/9  b3/EJ

LXX
EA = ∫o

b(256/9 ) b2 1/EJ dx - 16/3  (-16/3)  1/4  b3/EJ = [256/9 x ]o

b
 b2 1/EJ  - 16/3  (-16/3)  1/4  b3/EJ

= (256/9 b ) b2 1/EJ  - 16/3  (-16/3)  1/4  b3/EJ = 320/9  b3/EJ

LXX
FA = ∫o

4b(16/9 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [16/27 x3/b2 ]o

4b
 b2 1/EJ

= (1024/27 b ) b2 1/EJ  = 1024/27  b3/EJ

LXX
AF = ∫o

4b(256/9 -128/9 x/b +16/9 x2/b2 ) b2 1/EJ dx = [256/9 x -64/9 x2/b +16/27 x3/b2 ]o

4b
 b2 1/EJ

= (1024/9 b -1024/9 b +1024/27 b ) b2 1/EJ  = 1024/27  b3/EJ

LXo
BC = ∫o

b(28/9 -56/9 x/b +28/9 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [28/9 x -28/9 x2/b +28/27 x3/b2 ]o

b
 Fb2 1/EJ

= (28/9 b -28/9 b +28/27 b ) Fb2 1/EJ  = 28/27  Fb3/EJ

LXo
CB = ∫o

b(28/9 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx = [28/27 x3/b2 ]o

b
 Fb2 1/EJ

= (28/27 b ) Fb2 1/EJ  = 28/27  Fb3/EJ

LXo
DB = ∫o

4b(76/9 -4/3 x/b ) Fb2 1/EJ dx = [76/9 x -2/3 x2/b ]o

4b
 Fb2 1/EJ

= (304/9 b -32/3 b ) Fb2 1/EJ  = 208/9  Fb3/EJ

LXo
BD = ∫o

4b(28/9 +4/3 x/b ) Fb2 1/EJ dx = [28/9 x +2/3 x2/b ]o

4b
 Fb2 1/EJ

= (112/9 b +32/3 b ) Fb2 1/EJ  = 208/9  Fb3/EJ

LXo
ED = ∫o

4b(304/9 -19/3 x/b ) Fb2 1/EJ dx = [304/9 x -19/6 x2/b ]o

4b
 Fb2 1/EJ
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= (1216/9 b -152/3 b ) Fb2 1/EJ  = 760/9  Fb3/EJ

LXo
DE = ∫o

4b(76/9 +19/3 x/b ) Fb2 1/EJ dx = [76/9 x +19/6 x2/b ]o

4b
 Fb2 1/EJ

= (304/9 b +152/3 b ) Fb2 1/EJ  = 760/9  Fb3/EJ

LXo
AE = ∫o

b(304/9 ) Fb2 1/EJ dx - 16/3  (-19/3)  1/4  Fb3/EJ

= [304/9 x ]o

b
 Fb2 1/EJ  - 16/3  (-19/3)  1/4  Fb3/EJ

= (304/9 b ) Fb2 1/EJ  - 16/3  (-19/3)  1/4  Fb3/EJ = 380/9  Fb3/EJ

LXo
EA = ∫o

b(304/9 ) Fb2 1/EJ dx - 16/3  (-19/3)  1/4  Fb3/EJ

= [304/9 x ]o

b
 Fb2 1/EJ  - 16/3  (-19/3)  1/4  Fb3/EJ

= (304/9 b ) Fb2 1/EJ  - 16/3  (-19/3)  1/4  Fb3/EJ = 380/9  Fb3/EJ

LXo
FA = ∫o

4b(16/9 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + ∫o

4b(-4/3 x/b ) θ  dx

= [16/27 x3/b2 ]o

4b
 Fb2 1/EJ  + [-2/3 x2/b ]o

4b
θ

= (1024/27 b ) Fb2 1/EJ  + (-32/3 b ) θ   = 736/27  Fb3/EJ

LXo
AF = ∫o

4b(256/9 -128/9 x/b +16/9 x2/b2 ) Fb2 1/EJ dx + ∫o

4b(16/3 -4/3 x/b ) θ  dx

= [256/9 x -64/9 x2/b +16/27 x3/b2 ]o

4b
 Fb2 1/EJ  + [16/3 x -2/3 x2/b ]o

4b
θ

= (1024/9 b -1024/9 b +1024/27 b ) Fb2 1/EJ  + (64/3 b -32/3 b ) θ   = 736/27  Fb3/EJ

A =   833. mm2

Ju =  396962. mm4

Jv =  39416. mm4

yg =   37.4 mm
N =  183255. N
Ty = -764140. N
ym =    63. mm
um =  -17.5 mm
vm =   25.6 mm
σm = N/A =   220. N/mm2

xc =   17.5 mm
yc =    37. mm
vc = -.4020 mm
σc = N/A =   220. N/mm2

τc =  2260. N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  3920. N/mm2

S* =  8218. mm3mm 0 7 14 21 28 35x
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y,v,V,q

x,u,H,p

3b

3b

ϕ,W 4b 4b

A

B C

D

E

F

F

W

q

HBA = -F
WE = -W = -Fb
qFD = -q = -F/b
vA = -δ = -b3F/EJ

kDF = 4EJ/b
EJAB = EJ
EJCA = EJ
EJDB = EJ

EJEC = EJ
EJFD = EJ
EJEF = EJ

1
1

Piano EF

Consegnare SOLO questo foglio con quote frazionarie intere
sui diagrammi. Indicare l’iperstatica scelta e i risultati
(yg, Ju, Su*, sc, sm, tc) richiesti per la sezione.
Sul retro: analisi cinematica, diagrammi M0, M*, N0, N*,
equazione PLV con funzioni esplicite dei momenti.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi quotati delle azioni interne nelle aste.
Diagrammi di carico con valori riferiti ad asse della trave.
Componenti di carico distribuito riferiti ad assi ortogonali.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Piano di scorrimento del vincolo con inclinazione assegnata.
La trave FD ha la sezione riportata e dimensioni in mm, con:
b = 140 mm,  F = 1730 N
Calcolare sulla sezione D la massima tensione normale σm.
Calcolare in * le tensioni σc,τc e la tensione di von Mises.
Lembo inferiore sezione su tratteggio trave, a destra da F a D
Spostamento verticale  assoluto v imposto al nodo A.
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LXX
AB = ∫o

5b(1 -6/5 x/b +9/25 x2/b2 )  1/EJ dx = [ x -3/5 x2/b +3/25 x3/b2 ]o

5b
  1/EJ

= (5 b -15 b +15 b )  1/EJ  = 5  b/EJ

LXX
BA = ∫o

5b(4 -12/5 x/b +9/25 x2/b2 )  1/EJ dx = [4 x -6/5 x2/b +3/25 x3/b2 ]o

5b
  1/EJ

= (20 b -30 b +15 b )  1/EJ  = 5  b/EJ

LXX
CA = ∫o

5b(1/25 x2/b2 )  1/EJ dx = [1/75 x3/b2 ]o

5b
  1/EJ

= (5/3 b )  1/EJ  = 5/3  b/EJ

LXX
AC = ∫o

5b(1 -2/5 x/b +1/25 x2/b2 )  1/EJ dx = [ x -1/5 x2/b +1/75 x3/b2 ]o

5b
  1/EJ

= (5 b -5 b +5/3 b )  1/EJ  = 5/3  b/EJ

LXX
DB = ∫o

6b(1/9 x2/b2 )  1/EJ dx = [1/27 x3/b2 ]o

6b
  1/EJ

= (8 b )  1/EJ  = 8  b/EJ

LXX
BD = ∫o

6b(4 -4/3 x/b +1/9 x2/b2 )  1/EJ dx = [4 x -2/3 x2/b +1/27 x3/b2 ]o

6b
  1/EJ

= (24 b -24 b +8 b )  1/EJ  = 8  b/EJ

LXo
AB = ∫o

5b(8/5 x/b -24/25 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [4/5 x2/b -8/25 x3/b2 ]o

5b
 Fb 1/EJ

= (20 b -40 b ) Fb 1/EJ  = -20  Fb2/EJ

LXo
BA = ∫o

5b(-16 +8 x/b -24/25 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-16 x +4 x2/b -8/25 x3/b2 ]o

5b
 Fb 1/EJ

= (-80 b +100 b -40 b ) Fb 1/EJ  = -20  Fb2/EJ

LXo
DB = ∫o

6b(-10/3 x/b +1/9 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-5/3 x2/b +1/27 x3/b2 ]o

6b
 Fb 1/EJ

= (-60 b +8 b ) Fb 1/EJ  = -52  Fb2/EJ

LXo
BD = ∫o

6b(-16 +2 x/b +1/9 x2/b2 ) Fb 1/EJ dx = [-16 x + x2/b +1/27 x3/b2 ]o

6b
 Fb 1/EJ

= (-96 b +36 b +8 b ) Fb 1/EJ  = -52  Fb2/EJ
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A =   833. mm2

Ju =  418633. mm4

Jv =  75431. mm4

yg =  38.09 mm
N =  -865. N
Ty =  7785. N
Mx =  2422000. Nmm
xm =    14. mm
um =  -10.5 mm
vm = -38.09 mm
σm = N/A-Mv/Ju =  219.3 N/mm2

xc =   24.5 mm
yc =    10. mm
vc = -28.09 mm
σc = N/A-Mv/Ju =  161.5 N/mm2

τc =  15.16 N/mm2

σo = √σ2+3τ2 =  163.6 N/mm2

S* =  5706. mm3mm 0 14 21 28 35 49x
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